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Sections de la puissance tensorielle du fibre´ tautologique sur le
sche´ma de Hilbert ponctuel d’une surface
Gentiana Danila
Abstract : We compute the space of global sections for the tensor power of the tautological bundle on the
punctual Hilbert scheme X
[n]
of a smooth projective surface X on C.
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Running heads : Fibre´ tautologique sur le sche´ma de Hilbert d’une surface
Soit X une surface complexe projective et lisse et L un fibre´ inversible surX. Soit n un entier positif.
On note T = X
[n]
le sche´ma de Hilbert qui parame`tre les sous-sche´mas de X de longueur n. Il est lisse
et projectif de dimension 2n ([Foga]).
On conside`re la varie´te´ d’incidence Z ⊂ T ×X des points (ξ, x) qui ve´rifient x ∈ supp ξ.
On note π, p les projections
Z
p
//
π

X
T.
(1)
On de´finit L
[n]
= π∗(p
∗L). C’est un faisceau localement libre de rang n sur T .
On conside`re le produit fibre´ (Z/T )k au-dessus de T . On note encore π, p les projections
(Z/T )k
p
//
π

Xk
T.
(2)
Le morphisme π : Z → T e´tant fini et plat, la formule de changement de base montre que
π∗p
∗(L⊠k) = (L
[n]
)⊗k.
On obtient le morphisme
H0(X,L)⊗k = H0(Xk, L⊠k)
p∗
→ H0((Z/T )k, p∗L⊠k) = H0(T, π∗p
∗(L⊠k)) = H0(T, (L
[n]
)⊗k). (3)
Le groupe syme´trique Sk agit sur les sche´mas X
k, (Z/T )k et sur les faisceaux L⊠k, (L
[n]
)⊗k. Le mor-
phisme (3) est e´quivariant.
Le but de cet article est de de´montrer :
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The´ore`me 1 Si n ≥ k ≥ 0 alors le morphisme (3)
p∗ : H0(X,L)⊗k → H0(X
[n]
, (L
[n]
)⊗k)
est un isomorphisme de Sk-repre´sentations.
Corollaire 2 Si n ≥ k ≥ 0 alors
H0(X
[n]
,SkL
[n]
) ≃ SkH0(X,L).
Preuve du corollaire 2 :
On conside`re les invariants par l’action de Sk dans l’isomorphisme du the´ore`me 1. ✷
La remarque 10 discute la relation entre le corollaire 2 et le calcul de l’espace des sections globales du
fibre´ de´terminant de Donaldson sur l’espace de modules des faisceaux semi-stables sur le plan projectif
(la formule de Verlinde pour le plan projectif).
L’ide´e de la de´monstration du the´ore`me 1 consiste dans l’e´tude des intersections des strates de
(Z/T )k obtenues de la stratification canonique de Xk. Plus pre´cise´ment, on conside`re les partitions
P = {P1, · · · ,Pm} de l’ensemble {1, · · · , k} en parties disjointes :
{1, · · · , k} =
⋃
l=1,··· ,m
Pl.
On appelle m la longueur de la partition. La varie´te´ Xk est la re´union disjointe des ensembles locale-
ment ferme´s
∆P = {(x1, · · · , xk) | xi = xj s
′il existe l avec i, j ∈ Pl}
parame´tre´s par les partitions P de l’ensemble {1, · · · , k}. On note gen la partition ge´ne´rique
{{1}, · · · , {k}}. Il lui correspond l’ouvert Xk
gen
⊂ Xk des points a` coordonne´es distinctes. Pour e´tendre
la stratification de Xk a` (Z/T )k on utilise :
Lemme 3 Le sche´ma (Z/T )k est re´duit.
Preuve :
Le morphisme π : Z → T est fini et plat. Le sche´ma Z est de Cohen-Macaulay ([Eise], cor. 18.17).
De meˆme le sche´ma (Z/T )k est fini et plat au-dessus du sche´ma lisse T donc il est de Cohen-Macaulay.
Le morphisme π : Z → T est lisse au-dessus de l’ouvert T∗∗ des sche´mas qui ont pour support n points
distincts. Par conse´quent le sche´ma (Z/T )k est lisse en dehors du ferme´ π−1(T \ T∗∗) de codimension
1. Il est donc re´duit. ([Mats], p.183)✷
Par le lemme 3 on trouve que (Z/T )k co¨ıncide avec le ferme´ des points (ξ, (x1, · · · , xk)) ∈ T ×X
k
tels que xi ∈ supp ξ,∀i. Il re´sulte que (Z/T )
k est la re´union des ensembles localement ferme´s
SP = {(ξ, (x1, · · · , xk)) ∈ T ×∆P , xi ∈ supp ξ,∀i}.
On conside`re la strate Sgen , non vide d’apre`s l’hypothe`se n ≥ k. On note Sgen sa fermeture dans
(Z/T )k. Les morphismes
Sgen
i
→ (Z/T )k
p
→ Xk
induisent les morphismes
H0(Xk, L⊠k)
p∗
→ H0((Z/T )k, p∗L⊠k)
i∗
→ H0(Sgen , i
∗p∗L⊠k). (4)
Le the´ore`me 1 re´sulte des deux propositions suivantes :
2
Proposition 4 Le morphisme i∗p∗ est un isomorphisme.
Proposition 5 Le morphisme i∗ est injectif.
La de´monstration de ces propositions ne´cessite un changement de base du sche´ma de Hilbert T a`
la varie´te´ B∗ suivante. Soit X
n
∗ l’ouvert des points (x1, · · · , xn) ∈ X
n avec au plus deux coordonne´es
xi, xj e´gales. On note D la re´union des diagonales disjointes Dij = {(x1, · · · , xn) | xi = xj} de X
n
∗ .
On note B∗ l’e´clate´ de D dans X
n
∗ . Le diviseur exceptionnel E est la re´union disjointe des diviseurs
Eij correspondant a` chaque Dij . Le groupe syme´trique Sn agit sur B∗. Le quotient B∗/Sn s’identifie
a` l’ouvert T∗ ⊂ T des sche´mas avec au plus un point double. On note ρ : B∗ → X
n
∗ le morphisme
d’e´clatement et q : B∗ → T∗ le morphisme quotient.
On conside`re une partition P = {P1, · · · ,Pm} de {1, · · · , k}. On choisit un ordre (P1, · · · ,Pm), et
pour chaque i ∈ {1, · · · , k}, on note ℓ(i) l’unique indice tel que i ∈ Pℓ(i). On de´finit l’application
aP : X
n → Xk :
aP (x1, · · · , xn) = (xℓ(1), · · · , xℓ(k)).
(exemple : lorsque k = 7,P1 = {3, 4},P2 = {5},P3 = {1, 6, 7},P4 = {2},
aP (x1, · · · , xn) = (x3, x4, x1, x1, x2, x3, x3))
On de´finit l’application associe´e a` la partition ordonne´e P :
hP = (q, aP ◦ ρ) : B∗ → T ×X
k.
Lemme 6 L’image de l’application hP est la fermeture SP de la strate SP . L’application hP induit
le morphisme injectif :
H0(SP , p
∗L⊠k)
h∗
P
−→ H0(B∗, h
∗
P p
∗L⊠k) = H0(X,L|P1|)⊗ · · · ⊗H0(X,L|Pm|). (5)
Preuve :
On rappelle que T∗∗ ⊂ T est l’ouvert des sche´mas a` support n points distincts. On note B∗∗ =
q−1(T∗∗) et SP ∗∗ ⊂ SP l’ouvert SP ∩ π
−1(T∗∗). Par de´finition, hP (B∗∗) = SP ∗∗ et cela suffit pour la
premie`re affirmation. Par de´finition on a aP ◦ ρ = p ◦ hP : B∗ → X
k. Par suite
H0(B∗, h
∗
P p
∗L⊠k) = H0(B∗, ρ
∗a∗P L
⊠k) = H0(B∗, ρ
∗(L|P1| ⊠ · · ·⊠ L|Pm| ⊠OXn−m)).
Le morphisme ρ : B∗ → X
n
∗ est l’e´clatement d’une sous-varie´te´ lisse, donc ρ∗OB∗ = OXn∗ . D’apre`s la
formule de projection on obtient :
H0(B∗, ρ
∗(L|P1| ⊠ · · ·⊠ L|Pm| ⊠OXn−m)) = H
0(Xn∗ , L
|P1| ⊠ · · ·⊠ L|Pm| ⊠OXn−m) =
= H0(Xn, L|P1| ⊠ · · ·⊠ L|Pm| ⊠OXn−m) = H
0(X,L|P1|)⊗ · · · ⊗H0(X,L|Pm|).
On a utilise´ le fait que Xn∗ est un ouvert dont le comple´mentaire est de codimension ≥ 2 dans X
n et
la formule de Ku¨nneth. ✷
Preuve de la proposition 4 :
On conside`re la suite de morphismes
B∗
hgen
−→ Sgen
pgen
−→ Xk.
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Elle induit la suite de morphismes
H0(X,L)⊗k = H0(Xk, L⊠k)
p∗gen
−→ H0(Sgen , p
∗
gen
L⊠k)
h∗gen
−→ H0(B∗, h
∗
gen
p∗
gen
L⊠k) (6)
ou` p∗
gen
est le morphisme i∗p∗ de l’e´nonce´. D’apre`s le lemme 6 on a
H0(B∗, h
∗
gen
p∗
gen
L⊠k) = H0(X,L)⊗k.
Il re´sulte de la de´finition que la composition de la suite (6) est l’identite´ sur H0(X,L)⊗k. Par conse´quent
h∗
gen
est surjectif. Par le lemme 6 le morphisme h∗
gen
est injectif, donc h∗
gen
est un isomorphisme et
p∗
gen
= i∗p∗ aussi. ✷
Preuve de la proposition 5 :
Soit s une section globale du faisceau p∗(L⊠k) sur (Z/T )k, qui s’annule sur Sgen . Puisque le sche´ma
(Z/T )k est re´duit, il suffit de de´montrer que la restriction de la section s a` chacune des strates SP est
nulle. On va de´montrer le re´sultat par re´currence descendente selon la longueur de la partition P . Le
pas initial P = gen est tautologique.
Soit P = {P1, · · · ,Pm} une partition diffe´rente de gen. Il existe un ensemble Pl avec |Pl| > 1. On
conside`re une e´criture de Pl comme re´union disjointe Pl = P
′
l ∪ P
′′
l d’ensemble non vides. On note
P˜la partition {P1, · · · ,Pl−1,P ′l ,P ′′l , · · · ,Pm}. C’est une partition de longueur m+ 1. On avait note´
T∗ ⊂ T l’ouvert des sche´mas avec au plus un point double. On note ∂T∗ ⊂ T∗ le ferme´ des sche´mas
avec exactement un point double. On introduit l’ensemble CP,Pl ⊂ T ×X
k :
CP,Pl = {(ξ, (x1, · · · , xk))| ξ ∈ ∂T∗ de point singulier y, (x1, · · · , xk) ∈ ∆P , xi ∈ supp ξ, y = xj,∀j ∈ Pl}.
On a CP,Pl ⊂ SP . La proposition 5 re´sulte des deux lemmes suivants :
Lemme 7 L’inclusion j : CP,Pl → SP induit le morphisme injectif
H0(SP , p
∗L⊠k)→ H0(CP,Pl , j
∗p∗L⊠k).
Lemme 8 L’ensemble CP,Pl est inclus dans l’adhe´rence SP ˜ de la strate SP .˜
Effectivement, si la restriction de la section globale s a` la strate SP ˜ est nulle, par le lemme 8 sa
restriction a` l’ensemble CP,Pl est nulle et par le lemme 7 sa restriction a` la strate SP est nulle. Ainsi
on a montre´ le pas de re´currence de P˜a` P . ✷
Preuve du lemme 7 :
Soit i, j deux indices distincts dans Pl, et Eij ⊂ B∗ le diviseur exceptionnel. On conside`re un ordre
sur la partition P et la restriction du morphisme hP associe´ a` cet ordre au diviseur Eij . De manie`re
analogue a` la preuve du lemme 6 on de´montre que hP (Eij) = CP,Pl et que le morphisme hP induit
le morphisme injectif :
H0(CP,Pl , p
∗L⊠k)
h∗
P
−→ H0(Eij , h
∗
P p
∗L⊠k) ≃ H0(X,L|P1|)⊗ · · · ⊗H0(X,L|Pm|). (7)
Les morphismes (5) et (7) rentrent dans le diagramme commutatif :
H0(SP , p
∗L⊠k)
h∗
P
//

H0(B∗, h
∗
P p
∗L⊠k)
≃

H0(CP,Pl , p
∗L⊠k)
h∗
P
// H0(Eij , h
∗
P p
∗L⊠k).
(8)
4
Les morphismes horizontaux sont injectifs, d’ou` la conclusion. ✷
Preuve du lemme 8 :
Soit (ξ, (x01, · · · , x
0
k)) un point de CP,Pl . Pour Ps partie de la partition P , on note xPs la valeur x
0
i
pour tout i ∈ Ps (elles sont e´gales). Le support du sche´ma ξ est par de´finition
xP1 + · · ·+ xPl−1 + 2xPl + xPl+1 + · · ·+ xPm + y1 + · · ·+ yn−m+1.
Il existe un germe de courbe lisse Ct sur T∗ tel que C0 = ξ :
Ct = xP1 + · · ·+ xPl−1 + x
′
t + x
′′
t + xPl+1 + · · ·+ xPm + y1 + · · · + yn−m+1.
On construit le germe de courbe lisse Dt = (Ct, (x
t
1, · · · , x
t
k)) sur T∗ ×X
k ainsi :
– xti = x
0
i si i ∈ Ps, s 6= l
– xti = x
′
t si i ∈ P
′
l
– xti = x
′′
t si i ∈ P
′′
l .
Le germe Dt est dans SP ˜ pour t 6= 0 et il est le point initial pour t = 0. ✷
Remarque 9 On a utilise´ l’hypothe`se n ≥ k pour pouvoir re´duire par le proce´de´ des lemmes 7 et 8
toutes les strates SP ⊂ (Z/T )
k a` la strate ge´ne´rique Sgen = S{{1},··· ,{k}}. Cet argument ne fonctionne
pas quand n < k. Par exemple pour n = 2, k = 4 les strates “les plus ge´ne´rales” S{{1,2},{3,4}} et
S{{1,2,3},{4}} ne sont pas re´ductibles l’une a` l’autre par ce proce´de´. Lorsque n = 1, k > 1 on a par
de´finition
H0(X
[n]
, (L
[n]
)⊗k) = H0(X,Lk)
diffe´rent de H0(X,L)⊗k.
Remarque 10 Soit A un fibre´ inversible sur X. Soit SnX le quotient de la varie´te´ Xn par l’action
du groupe syme´trique Sn. Soit D
A
n = (A
⊠n)Sn le fibre´ des invariants du fibre´ A⊠n. C’est un fibre´
inversible sur SnX. On note toujours DAn l’image re´ciproque de D
A
n par le morphisme de Hilbert-Chow
HC : X
[n]
→ SnX. On a re´duit dans [D1] le calcul de l’espace de sections du fibre´ de´terminant de
Donaldson sur l’espace de modules de faisceaux semi-stables de rang 2 sur le plan projectif au calcul
des groupes de cohomologie :
H∗(X
[n]
,SkL
[n]
⊗DAn ).
L’argument de cet article ne s’e´tend pas au calcul de H0(X
[n]
,SkL
[n]
⊗DAn ). Pour simplifier l’exemple
on prend n = k = 2 et P = {{1, 2}},Pl = {1, 2} dans le lemme 7. Le morphisme vertical du diagramme
(8) est :
H0(X,L2 ⊗A)⊗H0(X,A)→ H0(X,L2 ⊗A2)
qui n’est pas un isomorphisme pour A ge´ne´ral.
Note : Cet article est une ge´ne´ralisation de l’approche de J. Le Potier qui a simplifie´ de fac¸on
substantielle mon article original [D3].
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